56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z5

1. Sestithelnik a pétitihelnik maji spolecnou stranu se dvéma vrcholy. Doplii do viech
vrcholid obou obrazci cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 tak, aby soucet cisel v Sestiuhelniku
1 v pétihelniku byl 24. KaZdé cislo pouzij prdve jednou. Staci, kdyZ najdes jedno
resent.

RESEN{. Soucet viech dopliiovanych &isel je
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.

Soucet cisel ve vrcholech Sestitthelniku méa byt 24, v pétithelniku 24, coz je dohromady
24 + 24 = 48. Protoze 48 — 45 = 3, bude soucet cisel ve dvou spole¢nych vrcholech obou
obrazci roven tfem, tj. v jednom vrcholu bude ¢islo 1, ve druhém vrcholu ¢islo 2.
Ostatni ¢isla (3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) rozdélime do dvou skupin tak, aby jejich soucet
v kazdé skupiné byl 24 — 3 = 21. Pritom do jedné skupiny vybereme 4 vhodnéa c¢isla
(tj. do zbyvajicich vrcholu Sestitthelniku) a do druhé skupiny 3 ¢isla (tj. do zbyvajicich
vrcholu pétithelniku).
Odpovéd: Ve spolecénych vrcholech budou ¢isla 1 a 2. Ostatni ¢isla:
a) v Sestitthelniku: 3, 5, 6, 7, v pétitthelniku: 4, 8, 9,
b) v Sestithelniku: 3, 4, 6, 8, v pétithelniku: 5, 7, 9,
c) v Sestitthelniku: 3, 4, 5, 9, v pétithelniku: 6, 7, 8.

2. Cwyklistickeého zdvodu Tour de Lhota se zucastnila Sesticlennd druzstva. V prvnich
deseti etapach zavod nikdo nevzdal. V jedendcte etapé po hromadneém padu odstou-
pilo 17 cyklisti a v kaZdé dalsi etapé pak jich odstoupilo vidy o 3 méné neZ v predesle
etapé. Do cile zaverecné 15. etapy dojelo 53 cyklistu. Kolik druZstev se zucastnilo
zavodu?

RESEN{. V 11. etapé odstoupilo 17 cyklistfi, ve 12. etapé 14 cyklistti, ve 13. etapé
11 cyklistti, ve 14. etapé 8 cyklistti a v 15. etapé 5 cyklisti. Celkem odstoupilo
(17 + 14 + 11 + 8 4+ 5) cyklisti = 55 cyklisti.

Do cile dojelo 53 cyklisti. Zavodu se tedy zucastnilo (55 + 53) cyklisti = 108 cyklist.
Protoze 6 cyklistu tvofilo jedno druzstvo, 108 cyklisti vytvotilo (108 : 6) druzstev =
= 18 druzstev.

Odpovéd: Zavodu se zucastnilo celkem 18 druzstev cyklisti.
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3. Cwicend blecha Hopsalka stala na hodindch na cisle 12. Hrdla s Vaskem takovou
hru: Vasek hdzel kostkou. Kolik ok mu padlo, o tolik cisel poskocila. Po pruonim
hodu skocila po sméru chodu hodinovych rucicek, po druhém hodu proti smeru
hodinovych rucicek a po tretim hodu opét po sméru hodinovych rucicek. Vime,
ze Vaskovi padla oka 2, 5 a 6, ale nevime, v jakém poradi. Na kterd cisla mohla
Hopsalka doskocit po tretim skoku?

RESEN{. Blecha mé pii tfech skocich tyto moznosti:

Jak blecha skakala na ktera cisla se
od ¢isla 12: blecha dostala:
+2—-54+6 2,9,3
+2—-6+5 2,8, 1
+5—-246 5, 3,9
+5—-64+2 5,11, 1
+6—-24+5 6, 4,9

+6 —5+2 6,1, 3

Y Y

Odpovéd: Po 3. skoku musela Hopsalka skon¢it na ¢isle 1 nebo 3 nebo 9.

4. Pomoct cislic 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 a pomoci dvou desetinnych cdarek utvor
dve desetinna cisla tak, aby jejich soucet byl co neymensi. Najdi vsechny moznosti.
(KaZdou ¢islici pouzij pravé jednou.)

RESEN. Kdybychom napsali dvé nejmensi desetinné éisla se stejnym poétem éislic,
byla by to ¢isla 0,2468 a 1,3579 nebo ¢isla 1,2468 a 0,3579, atd. V obou ptipadech je
soucet 1,604 7, to vSak neni nejmensi mozny soucet.

Nejmensi soucet dostaneme, kdyz v prvnim ¢isle umistime vétsi cislice co nejdal za
desetinnou ¢arku a druhé ¢islo slozime jen ze dvou malych ¢islic. Mame ¢tyfi moznosti:

0,3456789 1,3456789 0,2456789 1,2456789
1,2 0,2 1,3 0,3
1,5456789 1,5456789 1,5456789 1,5456789

Méame ¢tyti vyse uvedené moznosti.

5. Sedm trpasliki sbiralo hribky. V kosickdach meli 34, 19, 50, 44, 31, 28 a 37 hiibki.
Snéhurka chteéla stejny pocet hribkiu na polévku jako na smazeni i jako na ususent.
Jak rozdelili trpaslici své kosicky do tri skupin tak, aby pocet hribki v kazdé skupiné
byl stejny? (Trpaslici nesméli hiibky z kosickd vytahovat.)

RESEN{. Trpaslici nasbirali celkem
(34 + 19 + 50 + 44 + 31 + 28 4 37) hiibka = 243 hiibkii.

Kdyz rozdélili vSechny hiibky do tii stejnych skupin, bylo v jedné skupiné 243 hiibkii :
: 3 = 81 hribkt. Protoze trpaslici nesméli hiibky z kosicki vytahovat, museli do kazdé
skupiny vybrat takové kosicky, ve kterych soucet vSech hiibkt daval ¢islo 81.

Odpovéd: Do jedné skupiny vybrali kosiky s 50 hiibky a s 31 hiibky, do druhé
skupiny kosiky s 44 hiibky a s 37 hiibky. Ve treti skupiné ztstaly kosiky s 34 hribky,
19 hribky a s 28 hiibky.



6. Lucka vystrihovala ze c¢tvereckovaného papiru cislice 2, 0, 0, 7 tak, jak je naznaceno
na obrazku. Urci obsah vystriZenych cislic, je-li strana ctverecku sité dlouhd 4 cm.

L/
RESEN{.
Cislice: Pocet c¢tvereckd potfebnych k vysttizeni cislice:
dvojka 6+6-3=6+3=9
nula 8+4-%:8+2:10

sedmicka 4+ (9-2-3)=44+(9-6)=4+3=7
(obsah stfedni ¢asti sedmicky vypocteme tak, Ze od ¢tverce
slozeného z 9 ¢tvereckd odecteme dva pravouhlé trojuhelniky;,
které (po prilozeni k sobé) vytvori obdélnik slozeny ze 6 ¢tverecki)
Cislice 2, 0, 0, 7 se sklddaji z (9 + 10 + 10 + 7) ¢tverecktt = 36 ¢tverecki. Obsah
1 &tverecku je 4 - 4 = 16, tj. 16 cm?.
Obsah 36 ¢tverecki je 576 cm?.
Obsah vystiizenych ¢islic je 576 cm?.



56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z6

1. Lukas$ natiral latkovy plot. Kazdych 10 minut natrel 8 laték. Jeho mladsi bratr Ondra
mu chuvilku pomdhal, takZe byl Lukds hotov o ¢turt hodiny drive, neZ predpoklddal.
Jak dlouho mu Ondra pomdhal, kdyz natvel kazdych 7 minut 4 latky?

RESEN{. Nejprve zjistime, kolik laték Ondra natiel. Protoze Lukas skonéil o 15 mi-
nut dfiv, natiral by tyto latky pravé 15 minut. ProtoZze za 10 minut natfe 8 laték,
za b minut natte 4 latky. Tedy za 15 minut natfe celkem 12 laték. To jsou latky, které
natfel Ondra. Nyni uréime, jak dlouho mu to trvalo. Protoze 4 latky natfe za 7 minut,
12 laték (trojnasobek) natfe za 3 - 7 = 21 minut.

2. Hvézda na obrdzku je rozdélena dvéma tuseckami na tri dily. Zjisti obsah kaZdého
z nich.

1dm

RESEN{. Pii uréovani obsahti téchto tii ¢asti vyjdeme z toho, Zze pravouhly troj-
tthelnik mé polovi¢ni obsah piislusného obdélniku.
Obsah nejtmavsi ¢asti:
Sp=(2-1):2+3-(1-1):2=25 (dm?).
Obsah stredné tmavé casti:
So=1[(3-2):2—(2-1):2]+(1-1):2=2,5 (dm?).

Obsah svétlé ¢asti:

S3=1[(3-2):2—2-(1-1):2]+2-(1-1):2=3 (dm?).



3. Vicemistné cislo se nazyvd optimistické, jestliZe jeho cislice zleva doprava rostou.
Jestlize cislice cisla zleva doprava klesaji, rikame, Ze je to cislo pesimistické. Sou-
cet sedmimistného pesimistického a sedmimistneho optimistického cisla sloZenych
z tychz cislic je 11 001 000. Které cislice jsme pouzili na zapis téchto dvou cisel?

RESEN{. NapiSeme si, jak vypada soucet takovych dvou ¢isel:

a b ¢ d e f g
g f e d c b a
110 01 0 0 O

Potfebujeme, aby soucet g + a (jednotky) byl roven 10. Vime pfitom, ze rozdil g
a a je alespon 6, protoze a je prvni a g je posledni ¢islice sedmimistného optimistického
¢isla. V uvahu pripadaji pouze dvé moznosti: 9+ 1 a 8 + 2.

V prvnim ptipadé postupné doplnime naznacené s¢itani na tvar:

1 2 3 5 6 79
9 7 6 5 3
10 01 0

2 1
1 0 0
Jind moznost v tomto pripadé neni.
Provérime druhy pripad. Existuje jediné sedmimistné optimistické ¢islo zacinajici
¢islici 2 a koncici ¢islici 8, a sice 2345 678. Snadno se presvédéime, Ze po pricteni ¢isla
8 765 432 nedostaneme zadany soucet.

4. Ze Smutnan do Veselikova vedou tri cesty. Ta, kterd je na mapé vyznacena plnou
carou, méri 40km, nejuyssi povolend rychlost je ma ni 80 km/h a vybird se na ni
mytné 50 Ké. Cdrkovand cesta je dlouhd 35km, nejoyssi povolend rychlost je na
ni 60km/h a mytné je 150 Ké. Na teckované cesté, kterd je dlouhd 45km, se vy-
bird mytné 100 K¢ a nejvyssi povolend rychlost je 100km/h. Strycek Uspéchany
a teticka Sporivd se chtéji dostat ze Smutnan do Veselikova, strycek co nejdrive,
teticka co nejlevnéji. Oba si zavolali taxi, jehoZ Tidici si uctuji 15 K¢ za kilometr
cesty a zaplaceni mytného.

1. Kterou cestu ma vybrat tazikdr strycka Uspéchaného?

2. Kterou cestu md vybrat taxikdr teticky Sporive?

3. O kolik minut bude kratsi cesta strycka Uspéchaného v porovnani s cestou
teticky?

4. O kolik korun zaplati strycek vic nez teticka?

Veselikovo



RESENT. U kazdé cesty nejprve zjistime dobu jizdy a cenu:

Cesta zakreslena plnou c¢arou:

doba jizdy: 80 km za 60 min., tzn. 40 km za 30 min.,

cena: 40 - 15 + 50 = 650 K¢.

Cesta zakreslené ¢arkovanou carou:

doba jizdy: 60 km za 60 min., tzn. 35km za 35 min.,

cena: 35 - 15 4 150 = 675 K¢.

Cesta zakreslena teckovanou carou:

doba jizdy: 100 km za 60 min., tzn. 45 km za 27 min.,

cena: 45 - 15 + 100 = 775 K¢.

Nyni miizeme odpovédét na otazky v zadani:

. Nejrychlejsi je cesta vyznacend teckované, tu by si mél vybrat taxikar strycka Uspé-
chaného.

. Nejlevnéjsi je cesta vyznacenad plnou carou, tu by si mél vybrat taxikar teticky
Sporivé.

. Stryckova cesta je rychlejsi o 30 — 27 = 3 minuty.

. Strycek zaplati vic o 775 — 650 = 125 K¢.

. Nase trida pldnovala turisticky vylet. Jednotlive skupiny myslely, Ze jeho délka bude
28, 16, 32, 37 a 15 kilometru. Spletly se ale 0 5, 7, 8, 9 a 14 kilometru. Jak dlouhy
byl vylet?

RESEN{. Sefadime si tipy podle velikosti: 15, 16, 28, 32, 37 (v km).
Nejprve zjistime, jestli byl vylet kratsi nez nejmensi tip (resp. delsi nez nejvétsi tip).

To by znamenalo, Ze by néktera chyba byla vétsi nez 37 — 15 = 22 km. Protoze neni, je
skutec¢na délka vyletu v rozmezi 15km a 37 km. Potom ale soucet nékterych dvou chyb
musi dat 22km (chyby vztahujici se k extrémnim tiptim). Vyhovuje jedind dvojice 8 km
a 14km. Jsou dvé moznosti:

> Tip 15km se od skutecnosti lisi o 14 km.

Potom byl vylet dlouhy 15 4+ 14 = 29km a pfislusné chyby by mély hodnoty po-
stupné 14km, 13km, 1km, 3km a 8 km. To nevyhovuje.

> Tip 15km se od skutecnosti 1isi o 8 km.

Potom byl vylet dlouhy 15+8 = 23 km a ptislusné chyby by mély hodnoty postupné
8km, 7km, 5km, 9km a 14km. To uz vyhovuje zadani.
Vylet byl dlouhy 23 km.



6. Ze shodnych ctverci a rovnoramennych trojuhelniki jsme slozili (bez prekryvdni)
utvar zndzornény na obrazku. Zjisti velikosti vnitrnich uhli téchto rovnoramennych
trojuhelnika.

RESENI. Protoze jsou pouzité ¢tverce shodné, je pétitthelnik jimi ohrani¢eny pra-
videlny. Jeho vnitini thel o mé velikost:

a=2. [(1800—365()):2],

a = 108°.

Rovnoramenny trojuhelnik:
Nejprve zjistime velikost vnitiniho thlu proti zédkladné:

360° —2-90° — 108° = 72°.
Snadno dopocteme velikosti tthld pfi zakladné:
(180° — 72°) : 2 = 54°.

Vnitini Ghly rovnoramennych trojuhelnik maji velikosti 72°, 54° a 54°.



56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z7

1. Jana narysovala Sestiuhelnik. Délky vSech stran vyjddrené v centimetrech jsou celd
cisla. Potom si uvédomila, Ze kaZdé dvé jeho sousedni strany jsou na sebe kolmé.
Narysug, jak mohl vypadat Janin Sestiuhelnik, je-li jeho obvod 16 cm a jeho obsah
12 cm?.

RESENI. Sestitthelnik ABCEFG vznikne slozenim pravothelniki ABCD o ob-
sahu S; a DEFG o obsahu Sy (F je vnitinim bodem strany C'D, D vnitfnim bodem
strany AG).

Oznacme

‘AB‘:% ’BC|:b7 |CE|:C7 |EF|:da ’FG’:‘E? ’GA|:fv
Slza-b, nge-d, Sl+52:12,
a=e+c, f=b+d, 2a+2f=16,a+ f =8.

Vsechny strany proto musi byt mensi nez 8. Lze feSit probranim vsech moznosti pro
S1 < 12, pak volit moznosti pro délku strany a (ze vztahu S; = a - b) a b, dale zjistit f
(ze vztahu a+ f =8),d (f=b+d), S2 (S1+S2=12),e (Sa=d-e€),c (a=e+c).

Uloha m4 3 feseni:

a=5b=2c=3,d=1,e=2, f=3;

a=4,b=2,c=2,d=2,e=2, f =4

a=3,b=2,c=1,d=3,e=2, f=5.

Vidime, ze prvni a tieti Sestitthelnik jsou shodné.

2. Rozdel obdélnik na obrdazku na co mejmensi pocet tvarove stejnych cdsti tak, aby
kaZdd z nich obsahovala jen takovd cisla, ktera davaji po délent tremi navzdjem
ruzné zbytky. Pozor, Tezat se smi jen po cardch site!

1432

43102 11 90

22| 18| |301 7
395 99| 29

12 62

RESEN{. V tabulce je vhodné vyznadit &isla, kterd davaji po déleni tfemi tyz zbytek
(napf. stejnou barvou). Pokud dvé sousedni ¢isla davaji rizny zbytek, oddélime je silnou
carou.

Zbytek 0 maji c¢isla 102; 18; 90; 99; 12; oddélime 102 a 18.
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Zbytek 1 maji ¢isla 43; 22; 301; 7; oddélime 43 a 22.

Zbytek 2 maji ¢isla 14; 11; 32; 35; 29; 62; oddélime 14 a 32; 14 a 11; 29 a 62. Pak
v levé horni ¢asti obdélnika vyjde prvni oddélend ¢ast (sklada se ze dvou prazdnych
¢tvereckt a Gisel 43; 102; 14). Reseni je na nésledujicim obrazku:

14132
43 102] 11 90
22|18 301 7
35 99129
12 62

3. Urci pocet zlomki, jejichZ hodnota je celym ndasobkem tri a citatel © jmenovatel jsou
trojmistna prirozend cisla.

RESENi. Aby hodnota zlomkii byla nédsobkem tii a zaroven i v ¢itateli byla
trojmistna prirozena ¢isla, mohou byt ve jmenovateli pouze
> ¢isla 100 az 333 a v Citateli jejich trojnasobek (234 zlomk);
> Cisla 100 az 166 a v Citateli jejich Sestindsobek (67 zlomk);
> ¢isla 100 az 111 a v citateli jejich devitinasobek (12 zlomku).
Celkem existuje 234 4+ 67 4+ 12 = 313 takovych zlomki.

4. Dedecek nesl do mlyna pytel zrni. Najednou mu zacala zrnicka z pytle vypaddvat
a za dedeckem ziustdvala cesticka znacend jednotlivymi zrnicky. Tri ptacci si toho
vsimle a zacali jednotlivd zrnicka zobat. Pruni zobal zrnicka zeleny ptdacek, a to tak,
Ze sezobal kaZdé cturté zrnko leZict na zemi. Potom priletél zobat cerveny ptacek
a sezobl kazdé paté na zemi leZici zrnko. Nakonec slétl na cesticku modry ptdacek
a sezobal kaZdé treti na zemu leZici zrnicko. Kolik zrnicek dédecek ztratil, jestliZe
ptacci sezobali dohromady 79 zrnicek?

RESENT. Je vhodné nakreslit si nékolik (cca 30) prvnich zrnek a povsimnout si, ze
z kazdé dvacitky vytrousenych zrnek bude vyzobano 12 zrnek:

zeleny ptacek zobe 4., 8., 12., 16., 20. zrnko;

Cerveny ptacek zobe 6., 13., 19. zrnko (pivodniho poradi);

modry ptacek zobe 3., 9., 14., 18. zrnko (puvodniho poradi).

Protoze 79 = 6-12+4 7..., bude vytrouseno 6 dvacitek zrnek a ze sedmé dvacitky
jesté nekolik zrnek, z nichz bude sezobnuto 3., 4., 6., 8., 9., 12., 13. zrnko.

Déda vytrousil 6 dvacitek zrnek a jesté 13 zrnek, tj. 6 - 20 4+ 13 = 133 (zrnek).

Poznamka. Nemohl jich vytrousit vice, protoze nasledujici 134. zrnko neni zrovna
to, které by ziistalo lezet na zemi, ale to, jez by ptacci sezobli.
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5. Aspon trojmistné c¢islo s navzdjem ruznymi ciframi, jehoZ Zddné tri za sebou jdouct
cislice a, b, ¢ nesplnuji ani a < b < ¢, ani a > b > ¢, se nazyvd vinité. Napis
a) nejuétsi vinité cislo, které neni délitelné 3,
b) nejvétsi vinité cislo délitelné 150.

RESENT. a) Nejvétsi ,vInité“ ¢islo, které neni délitelné tfemi, je 978 563 402.
b) Nejvétsi ,vlnité* ¢islo, které je délitelné ¢islem 150, je 9784 623 150.

6. Osmiboky kolmy hranol nacrtnuty na obrazku vznikl slepenim tri kvdadra. Zjisti ob-
jem a povrch tohoto hranolu, pokud vis, Ze mezi osmi jeho bocénimi sténami jsou
¢tyri dvojice shodnyjch stén, a znd$ délky vyznacengych hran (obrazek je nepresny,
nevyplati se mérit).

1cm
7cm 4c

8 cm

RESEN{. Uréime ptidorys hranolu (obr.):

3

Obsah podstavy: S, =3-7+3-3+1-4= 34 (cm?).
Objem hranolu: V =8, -v =34-8 = 272 (cm?).
Povrch hranolu: S =2-(34+3-8+4-8+7-8+1-8) =308 (cm?).

10



56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z8

1. Z cislic 1,2,...,9 jsme vytvorili tri smisend cisla a%. Potom jsme tato tri cisla
spravné secetli. Jaky nejmensi soucet jsme mohli dostat? (KaZdou éislici jsme po-
uZili prave jednou.)

RESEN{. Dalsi dvé smiSens éisla si oznadime d? a g%. Ma-li byt soucet téchto tii
Cisel nejmensi mozny, musi byt predevsim nejmensi mozny soucet a + d + g. Pouzijeme
tedy cislice 1, 2, a 3. Dale ndm zbyvaji zlomky. M4a-1i byt jejich soucet co nejmensi,
musi byt v jejich jmenovatelich co nejvétsi ¢isla, tedy 7, 8, a 9. Dale vyzkousime vSechny
moznosti, jak doplnit ¢isla do Citatelu (protoze budeme tyto zlomky porovnavat, je

v

vyhodnéjsi je nekrétit):

4,5,6_0% (a)
7 8 9 504’
4 6 5 946
7759 = 5o (®)
5,4,6_948 ©
7 8 9 504’
5 6 4 962
— —_— —_— = — d
7+8+9 504 (d)
§+é+§_% (e)
7 8 9 504’
6 5 4 971
2 2 x_J0 f
778797 504 ®

Je zfejmé, ze nejmensi mozny soucet dostaneme v prvnim pripadé, a to:

4 5 6 939 145
+7+ +8+3+9 6+504 168

2. Kradl si nechal nalit plnou ¢isi vina. Pétinu vina z ni upil. Pak st nechal ¢isi dolit
vodou a upil ¢turtinu obsahu. Opét mu ¢isi dolili vodou a krdl z ni upil tretinu. PdZe
mu zase ¢isi dolilo vodou. Kolik procent cistého vina zbylo ve sklenici?

RESENI. Je dilezité si uvédomit, ze dolévanim vody se mnozstvi ¢istého vina v ¢isi
neméni. A kdyz kral upil z ¢ise fedéného vina napf. tfetinu, znamena to, ze upil tfetinu
¢istého vina v ¢isi a tretinu vody v ¢isi. Takze staci pouze sledovat mnozstvi ¢istého
vina ve sklenici.

‘. a1 . 4 .

Poprvé: vypil ¢ vina, zbyly = vina.

¢ vunil L. 4 — L 3.4 _ 3
Podruhé: vypil ; - = = £ vina, zbyly § - = = £ vina.
Yot{: i11.3 1 2.3 _ 2
Potfeti: vypil 5 - £ = £ vina, zbyly £ - £ = £ vina.

Ve sklenici nakonec zbyly £ ¢istého vina, coz je 40 % (zbytek byla voda).
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3. Je dan pravidelny devitiuhelnik ABCDEFGHI. Vypocitejte velikost uhlu, ktery
sviraji primky DG o BE.
RESENT. Ozna¢me S stfed pravidelného devititthelniku a X priiseéik piimek DG
a BE (obr.). VSimneme si trojihelniku BG X, ve kterém mame urcit velikost thlu GX B
(resp. GX E; zajimé nés ten, ktery je mensi). K tomu potfebujeme znat velikosti ostat-
nich vnitinich uhla.

Pravidelny devititithelnik je mozno rozdélit na devét shodnych rovnoramennych
trojuhelnikt se spolecnym vrcholem S. Vnitini thel pfi vrcholu S u kazdého z téchto
trojihelnik ma velikost 360° : 9 = 40°.

Nyni ur¢ime velikosti vnitinich thli v trojihelniku SBG (je rovnéz rovnoramenny,
se zékladnou BG):

|<BSG| =4-40° = 160°,
|<SBG| = |xSGB| = (180° — 160°) : 2 = 10°.
Daéle zjistime velikosti vnitinich thld v trojihelniku SDG (rovnoramenny se zaklad-
nou DG):
|xDSG| =3-40° = 120°,
|%<SGD| = |<SDG| = (180° — 120°) : 2 = 30°.
Analogicky vypoéteme velikosti vnitinich thld v trojihelniku SBE (rovnoramenny
se zékladnou BE):
|xBSE| =3-40° = 120°,
|xSBE|=|xSEB| = (180° — 120°) : 2 = 30°.
Nyni zpatky k trojihelniku BGX:
|xBXG|=180° — |[xGBX| — |[xBGX| =
= 180° — (|xGBS| + |xSBE|) — (|x BGS| + |xSGD|) =
= 180° — (10° + 30°) — (10° + 30°) = 100°.
Odtud |«GXFE| = 180° — 100° = 80°.
Piimky BE a DG sviraji thel 80°.
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4. Zdci postavili z maljch kostek pyramidu podobnou té na obrdzku, meéla vsak vice
pater. Pyramida, svého druhu nejvétsi na svété, stala od té doby na dvore Skoly
a prselo na ni. Po case se musely vsechny kostky, na kterée prselo, tedy ty na povrchu,
vymenit. Vymeénilo se celkem 2025 kostek. Kolik méla pyramida pater?

/£
/Z |
A )

RESEN{. Kazdé patro pyramidy je tvofeno jednou vrstvou kostek, které jsou uspo-
fadané do ¢tverce (tj. na kazdé strané tohoto patra je stejny pocet kostek). Po odebréani
vSech kostek na povrchu dostaneme tentyz typ pyramidy, jen o jedno patro nizsi. To
znamena, ze odebrané kostky lze usporadat do ¢tverce, ktery odpovida nejnizsimu patru
puvodni pyramidy. Nejprve zjistime, kolik kostek je na strané tohoto patra:

z? =2025,
x = 45 kostek.
Zbyva jesté urcit, jakému poctu pater tento pocet kostek odpovida:
1. patro ... 1 kostka
2. patro ... 3 kostky
3. patro ... 5 kostek
n. patro ... (2n — 1) kostek
Odtud
2n — 1 =45,
n = 23 pater.

Pyramida méla 23 pater.

5. Je ddno ctyrmistné cislo. Pricteme k nému takové ctyrmistné cislo, které je napsano
cislicemt pruniho cisla, ale v opacnem poradi. Kterymi cisly je vidy délitelny tento
soucet?

RESEN{. Libovolné étyfmistné éislo lze zapsat jako 1000a + 100b + 10c + d, nové
vytvorené €islo (ze zadani ulohy) méa potom tvar 1000d + 100c + 10b + a. Secteme-li
tato dvé ¢isla, dostavame po tpravé 1001(a + d) + 110(b + ¢). Hledame-li ¢islo, kterym
je tento soucet vzdy délitelny, nesmi byt zavislé na hodnoté ¢islic. Potfebujeme vlastné
zjistit spolecné délitele obou clenii:

1. ¢len 1001(a+d) =7-11-13- (a + d) je vzdy délitelny ¢isly: 1, 7, 11, 13, 77, 91,
143, 1001.

2. ¢len 110(b+c¢) =2-5-11-(b+c) je vzdy délitelny ¢isly: 1, 2, 5, 10, 11, 22, 55, 110.

Tento soucet bude vzdy délitelny ¢isly 1 a 11.
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6. Vyska rovnoramenného trojuhelniku ABC' déli jeho obsah v poméru 1 : 3. Urcete
obsah a obvod trojihelniku ABC, je-li |AC| = |BC| a |AB| = /32 cm.

RESENI. Je dilezité si uvédomit, o kterou vysku se jedna: vyska na zakladnu je
zaroven téznici, takze de€li obsah trojuhelniku v pomeéru 1 : 1. Vyska v zadani tlohy
je tedy vyskou na rameno. Tato vyska v rozdéli trojuhelnik ABC na dva pravouhlé
trojuhelniky. Protoze maji jednu odvésnu spole¢nou a obsahy v pomeéru 1 : 3, musi byt
zbyvajici odvésny v pomeéru 1 : 3. Oznac¢me délku ramen 4x a patu vysky v jako P.
Nyni mohou nastat dvé situace:

(a) Kratsi tsek ramena lezi u zékladny AB.

C

3z

P

T

A B

Sestavime dvé rovnice z Pythagorovy véty (pro trojuhelnik APC a trojthel-
nik ABP):

(3x)* +v* = (42)?,
x? + v? = (\/3_2)2

Z obou vyjadiime druhou mocninu vysky v:

v? =722,

v? =32 — 22

Odtud:

Dale je
|AC| = |BC| = 4z = 8 (cm),
|AP| = v = V722 = 2/7 (cm).

Obsah trojthelniku ABC je S = 2|BC|-v = 8y/Tcm?.
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Obvod trojuhelniku ABC je o = 2|BC| + |AB| =16 + v/32 = 4(4 + v2) (cm).
(b) Delsi tisek ramena lezi u zakladny AB.

A B

Postupujeme analogicky. Sestavime dvé rovnice z Pythagorovy véty:

Z obou vyjadiime druhou mocninu vysky v:

v? = 1522,
v? =32 — 922,
Odtud:

1522 = 32 — 922,

2v/3
r = —— Ccin

3
Dale je

IAC| = | BC| = 42 — 2 3 em,
|AP| = v = V1522 = 2V/5cm.

Obsah trojuhelniku ABC je S = 3|BC|-v = §v/15cm?.

Obvod trojuhelniku ABC je o = 2|BC|+|AB| = 32v/3+v32 =4 (V3 + v2) (cm).
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56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z9

1. Kolik sestimistnych prirozenych cisel mad tu vlastnost, Ze soucin jejich cislic je 7507
RESENT.
70=1-2-3-5-5-5=1-1-6-5-5-5.

Cislice 1, 2, 3 lze uspoiadat Sesti zpiisoby:
123, 132, 213, 231, 312, 321.

Déle je tieba vlozit do ¢isla jesté tii pétky. Cislice 1, 1, 6 lze usporadat tfemi zptisoby:
116, 161, 611, dale je téz treba vlozit tii pétky.

Moznosti:

a) VSechny pétky stoji u sebe. Trojici je mozno dét pred ¢islo, za prvni ¢islici, za
druhou, za tfeti, tj. 4 mozné zpusoby pro kazdé uspotradani cislic 1, 2, 3 i pro kazdé
usporadani ¢islic 1, 1, 6. Ziskame 4-6+44-3 = 24+ 12 = 36 moznych Sestimistnych ¢isel.

b) Dvé pétky stoji u sebe, nékde za nimi je zafazena tfeti.

> Stoji-li dvojice pred ¢islem, miize tfeti pétka stat za prvni ¢islici nebo za druhou
nebo za treti, tj. pro kazdé usporadani cislic 1, 2, 3 i kazdé usporadani cislic 1, 1,
6 jsou 3 moznosti, celkem 3 -6 4 3 -3 = 27.

> Nebo stoji dvojice b5 za prvni cislici; tieti pétka miize byt umisténa za druhou
nebo za treti ¢islici; pro kazdé usporadani ¢islic 1, 2, 31 1, 1, 6 jsou 2 moznosti,
celkem 2-6 +2-3 =12 4 6 = 18 moznosti.

> Nebo stoji dvojice 55 za druhou ¢islici, treti pétka bude stat na konci. Pro kazdé
usporadani cislic 1, 2, 311, 1, 6 bude vzdy jen jedna moznost, celkem 1-6+1-3 =
=6+3=09.

Celkové bude 27 4 18 + 9 = 54 moznosti.

c) Stejny pocet moznosti ziskdme, zafazujeme-li napted samotnou pétku, pak dvo-
jici 55. Ziskame opét 54 moznosti.

d) Posledni moZnost je, Ze pétky budou stat osamocené. Mame pro né tyto moznosti
zarazeni: pred prvni ¢islici, za prvni cislici, za druhou d¢islici, za tfeti Cislici. Protoze
umistujeme jen 3 pétky, musime vzdy jednu z moznosti vynechat. (Tedy pétky budou
stat: pred 1. ¢islici, za 1. ¢islici, za 2. ¢islici — nebo: pred 1. ¢islici, za 1. ¢islici, za 3.
¢islici — nebo: pred 1., za 2., za 3. ¢islici — nebo: za 1., za 2., za 3. &islici). Pro kazdé
usporadani ¢islic 1, 2, 31 1, 1, 6 mame 4 moznosti, celkem 4 -6 + 4 - 3 = 36.

Zaver. Moznych Sestimistnych ¢isel je 36 + 54 + 54 4 36 = 180.

Poznamka. Moznych usporadani Sesti ¢islic je 6!. Protoze jsou tfi stejné, pocet se
zmensuje 3'krat, tedy 6 -5-4-3-2-1:(3-2-1) = 120. Jsou-li mezi Sesti ¢islicemi 2
a 3 stejné, je mozny pocet usporadani 6! : (3!-2!) =6-5-4-3!:(3!-2) = 60. Celkem:
120 + 60 = 180.
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2. Vyplnte spravnyme vyrazy prazdnd pole ve scitact pyramidé na obrazku. Ve spravné
vyplnéné scitact pyramidé se v kazdém poli (kromé téch ze spodniho patra) nachazi
soucet vyrazu, které jsou mapsdany ve dvou polich tésné pod nim.

Ex )

Wi

RESENI. Prostfedni spodni kdmen ozna¢ime m. Ve druhé fadé dostaneme pro ka-
meny 5 — 1+ m, % —x + m, v nejvyssi fadé 4x — % +2m = % —4z. Odtud m = % —4x
a po dosazeni ziskdme ve druhé fadé x — %, 1—5zx. Ovéfime zkouskou, ze v nejvyssi radé

skutecné ziskame % — 4.

3. Do kruznice s polomerem 2 cm je vepsdan pravidelny Sestiihelnik ABC DEF. Primky
FFE a CD se protinaji v bode M. Urcete delku usecky AM.

RESEN{. Stfed kruznice ozna¢me S, stied strany AB ozna¢me . Trojuhelniky
ABS, EDS a EDM jsou shodné (obr.). (Shodnost trojuhelniki EDS a EDM plyne

F
A E
M
Q S
B D
C

z poznatku, Ze vSechny vyznacené uhly maji velikost 60° a Ze oba trojihelniky maji
spole¢nou stranu ED.) |QS] je délka vysek zminénych trojuhelnika. Uréime ji podle
Pythagorovy véty pro trojihelnik AQS.

|AS]> = AQP” + |QS?,
QS| = VIASP — JAQP = V22 — 12 = V/3.

Je ziejmé, ze |QM | = 3|QS| = 3+/3. Velikost tisecky AM uréime podle Pythagorovy
véty pro trojuhelnik AQM.

[AM[? = |AQ|* + QM ?,

AM| = /JAQE + [QMP = \/12 + (3v3)* = V28 ~ 5,3 (em).
Délka usecky AM je ptiblizné 5,3 cm.
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4. Matematicke soutéZe se zucastnilo 142 Zaku. Ne kaZdy vsak odevzdal treti ulohu.
Kdyz nakonec autor soutéZe zpracovdval statistiku, zapsal si, Ze odevzdané treti
ulohy ohodnotil primérné 3,9 bodu (zaokrouhleno na desetiny) a kazdy soutéZici
dostal za treti ulohu primeérné 2,7 bodu (zaokrouhleno na desetiny). Kolik Zdki

mohlo odevzdat treti ulohu? Udéloval se pouze cely pocet bodi, za neodevzdanou
tlohu bylo 0 bodii.

RESENT. Nezaokrouhleny primérny poéet bodfi pocitany vzhledem k poctu ode-
vzdanych praci oznacme a. Nezaokrouhleny priameérny pocet bodt pocitany vzhledem
k poctu soutézicich ozna¢me b. Plati:

3,85 < a < 3,95,
2,65 < b < 2,75.

Za 1ulohu bylo udéleno celkem 142 - b bodi, odevzdalo ji %Q'b soutézicich. Podil
kladnych ¢isel je co mozné nejmensi, pokud je délenec co nejmensi a délitel co nejvetsi.
Obdobné urcime i nejvétsi podil. Pro pocet odevzdanych tloh x plati:

142265 _ _142-2.75
3.95 v 385

Je tedy priblizné
95,27 < x < 101,43.

TTeti tllohu mohlo odevzdat 96 az 101 soutézicich.

5. Trojihelnik REZ s obsahem 84 cm? (|RE| = l4cem, |ZE| = 15 cm) jsme dvéma
primyma Tezy rozdélili na tri édsti a z téch jsme slozili (bez prekryvdni) obdélnik.
Jaké rozmeéry mohl obdélnik mit? Najdéte vSechny moznosti.

RESEN{. Nejprve uréime v trojuhelniku REZ délku zbyvajici strany a délky vSech
tri vysek. Vysku ke stran€ z ur¢ime pomoci obsahu a strany z.

Z

S= z
22?]
28 2-84
Vy 7—7—12 (Cm)



Podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik ZPyzFE uréime délku PzE (Pz je pata
vysky ke strané z):

|ZE|* = |ZP4|* + |PzE|?,
|P2E| = \/|ZE|? — |ZPz|? = \/152 — 122 = 9 (cm).

Je ziejmé, ze |RPyz| = |RE| — |PzE| = 14 — 9 = 5. Podle Pythagorovy véty pro troj-
thelnik RPzZ uréime délku RZ.

|RZ|? = | ZPz|* + |RPz|?,
|RZ| = \/|ZPz|> + |RPz|*> = /122 + 52 = 13 (cm).

Stejnym zptsobem jako v prvnim kroku feseni uré¢ime i délky zbylych dvou vysek.

Ve = 2 13 13 (em),
25 2.84
_ 2%t 19
Ur = 15 2 (om)

Obdélnik mtzeme roziezat vice zpusoby.
1) S. a S, jsou stfedy stran e a r. Rezy jsou kolmé ke strané z a prochazeji body
Se a S,. Vznikly obdélnik ma rozméry %z a v,. Obdobnym fezanim, avsak s pouzitim

jiné stfedné nez S.S,., ziskdme dalsi dva rizné obdélniky (s rozmeéry %e, Ve A %r, vy).

R E

2) Jednim fezem je stfedna S.S,. Druhy fez je kolmy k této stfedné a prochézi
vrcholem Z. Vznikly obdélnik ma rozméry z a %vz. Obdobnym fezanim, avSak s pouzitim

jiné stfedné nez S.S,., ziskdme dalsi dva rizné obdélniky (s rozméry e, %ve ar, %vr).
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Popsanym zptisobem mutzeme ziskat 6 riznych obdélnikt. Jejich rozmeéry v centi-
metrech jsou:

12
Tx12; 65x 1275 T5x 112 14x6; 13 x 61%; 15 x 5.,6.

Poznamka. Obdélniky uvedené v ¢asti 2 1ze ziskat i pomoci jinych fezti (viz obrazek).
Plnym poctem bodt ohodnotte i prace zakt, které neobsahuji tento postieh.

A

R E

6. Dokazte, Ze cislo
(1-3-5-7-...-2003-2005)+ (2-4-6-8-...-2004 -2006)

je délitelné c¢islem 20074,

RESENI. Cislo 2007 = 9-223. Budou-li oba séitanci délitelni 94 = 9-9-9-9 a soudasné
2234 = 223223 - 223 - 223, bude soucet délitelny 2007%. V prvnim s¢itanci se vyskytuji
Cinitelé

9; 3.9=27; 5-9=45 7-9=63

a déle
223: 3-223 = 669; 5-223 = 1115; 7-223 = 1561;

ve druhém séitanci
2:-9=18; 4-9=36; 6-9=54; 8-9="72;

a dale
2-223 =446; 4-223 =2892; 6-223 =1338; 8-223 =1784.

Ptedpoklad je splnén, v obou sé¢itancich se vyskytuji ¢tyrikrat ¢initelé 9 i 223, tedy dany
vyraz je délitelny ¢islem 2 0074
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